prof. dr DESANKA RADUNOVIĆ Matematički fakultet, Beograd

APROKSIMACIJA FUNKCIJA

ETF, 3. jun 2004.

f(x) ≈ Q(x) = n∑ i=0 cigi(x)

Definisati oblik i bliskost aproksimacije

1. INTERPOLACIJA

Q(xk) = f(xk), k = 0, . . . , n.

Lagrange-ov interpolacioni polinom

gi(x) = n∏ j=0 j≠i

x − xj xi − xj

gi(xk) = δ(i−k), i, k = 0, . . . , n, −→ ci = f(xi)

Ln(x) = n∑ i=0 f(xi)gi(x) = n∑ i=0 (_n∏ j=0 j≠i

x − xj xi − xj ) f(xi)

Greška interpolacije: f(x) − Ln(x) = f (n+1)(ξ) (n + 1)!

ωn+1(x)

ωn+1(x) = n∏ j=0 (x − xj)

|f(x)−Ln(x)| ≤ 1 (n + 1)!

max |f (n+1)| |ωn+1(x)|

Primer: f(x) = 1 1 + 25x2

, x ∈ [−1, 1], n = 8

(a) Lagrange-ov polinom sa ekvidistantnim čvorovima (b) Lagrange-ov polinom sa čvorovima koji su nule Čebišev-ljevog polinoma (c) Hermite-ov polinom (2, 3, 2, 1, 1) (d) Splajn

Interpolacija

Hermite-ov interpolacioni polinom

Q(x) ≡ Hn(x), n = m∑ i=0 ni − 1,

H(k)n (xi) = f (k)(xi), k = 0, . . . , ni − 1, i = 0, . . . , m.

Splajn Δ = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b} Splajn SmΔ(x) reda m definisan podelom Δ je realna funkcija na intervalu [a, b], koja ima sledeće osobine

(i) SmΔ ∈ Cm−1[a, b],

(ii) SmΔ je polinom stepena m na svakom od intervala [xi, xi+1], i = 0, . . . , n − 1, podele Δ.

Interpolacioni kubni splajn, x ∈ [xi, xi+1]

SΔ(f; x) = αi+βi(x−xi)+γi(x − xi)2+δi(x − xi)3,

αi = SΔ(f; xi) = f(xi) ≡ fi

βi = S′Δ(f; xi) = fi+1 − fi hi+1 − hi+1 6 (2Mi + Mi+1)

γi = 12S′′Δ(f; xi) = 12Mi δi = 16S′′′Δ(f; xi) = 1 6hi+1

(Mi+1 − Mi).

hi = xi−xi−1, moment splajna Mi = S′′Δ(f; xi)

μiMi−1+2Mi+νiMi+1 = λi, i = 1, . . . , n−1,

νi = hi+1 hi + hi+1

, μi = hi hi + hi+1

= 1 − νi,

λi = 6 hi + hi+1 ( fi+1 − fi hi+1 − fi − fi−1 hi )

= 6f[xi−1, xi, xi+1]

Odre -den je uslovima interpolacije

SΔ(f; xi) = f(xi), i = 0, . . . , n, i uslovima na krajevima intervala (i) S′′Δ(f; a) = S′′Δ(f; b) = 0 – prirodni splajn, (ii) f(x) i SΔ(f; x) su periodične funkcije na [a, b] – periodični splajn (iii) S′Δ(f; a) = f ′(a), S′Δ(f; b) = f ′(b).

Svojstvo minimalnosti

⟨f⟩2 ≥ ⟨SΔ⟩2, ⟨f⟩2 =

∫_b a ( f ′′(x)

)_2 dx.

Trigonometrijski interpolacioni polinom

Za interpolaciju periodičnih funkcija f(x) = f(x + 2kπ), k = 0, ±1, . . .

f(x) ≈ Q(x) = n∑ i=0 (_n∏ j=0 j≠i

sin (x − xj) sin (xi − xj) ) f(xi)

2. Srednjekvadratna aproksimacija

f, g0, . . . , gn ∈ L2[a, b], L2[a, b] = {f | ‖f‖ < ∞}

(f, g) =

∫_b a p(x)f(x)g(x) dx, ‖f‖2 = (f, f)

p(x) > 0 je težinska funkcija.

Srednjekvadratna aproksimacija Q∘(x) =

∑_n k=0 c∘kgk(x) funkcije f(x) postoji i jedinstveno je odre -dena,

En(f) = ‖ ‖ ‖ ‖ f − n∑ k=0 c∘kgk ‖ ‖ ‖ ‖ = inf

c0,...,cn ‖ ‖ ‖ ‖ f − n∑ k=0 ckgk ‖ ‖ ‖ ‖ En(f) je greška aproksimacije.

‖f−Q∘‖ = inf Q ‖f−Q‖ = inf Q (∫_b a p(f − Q)2 dx

)_{1/2} p(x) ≡ 1 p(x) = e10x Q∘ je ortogonalna projekcija f na lineal L(g0, . . . , gn), jer je (f − Q∘ , Q) = 0 ∀Q ∈ L(g0, . . . , gn) n∑ k=0 c∘k(gk, gm) = (f, gm) m = 0, . . . , n.

Ortonormirani sistem funkcija (gk, gm) =

∫_b a p(x)gk(x)gm(x) dx = δ(k − m), k, m = 0, . . . , n.

Ortogonalni polinomi

Legendre-ovi polinomi p(x) ≡ 1, [a, b] ≡ [−1, 1]

Lm(x) = 1 2mm! dm dxm ( (x2 − 1) m) .

(Lk , Lm) = { 0, k ≠ m 2 2m+1, k = m

Polinomi Čebiševa p(x) = 1√

1−x2

, [a, b] ≡ [−1, 1]

Tm(x) = cos(m arccos x)

= 12 (( x + √ x2 − 1

)^m + ( x − √ x2 − 1

)^m)

(Tk , Tm) ≡

∫_1 −1 Tk(x)Tm(x) √ 1−x2

dx =

0, za m ≠ k π 2, za m = k ≠ 0 π, za m = k = 0.

Fourier-ov koeficijent c∘k = (f, gk)

f(x) ≈ Q∘(x) =

∑_n

k=0(f, gk) gk(x) ( En(f)

)_2 = ‖f−Q∘‖2 = ‖f‖2− n∑ k=0 |(f, gk)|2

Bessel-ova nejednakost ‖f‖2 ≥ n∑ k=0 |(f , gk)|2

Kada aproksimaciju, umesto na konačnom, odre -dujemo na prebrojivom bazisu važi Parseval-ova jednakost

‖f‖2 = ∞∑ k=0 |c∘k|2, c∘k = (f, gk)

Fourier-ov red (Joseph Fourier, 1807.g)

f(t) = a0 2 + ∞∑ k=1 (ak cos kt + bk sin kt)

ak = ( f , cos kt ) ( cos kt , cos kt ) = 1 π ∫_π −π f(t) cos kt dt

bk = ( f , sin kt ) ( sin kt , sin kt ) = 1 π ∫_π −π f(t) sin kt dt

f(t) = ∞∑ k=−∞

ckeıkt,

ck = ( f , eıkt ) ( eıkt , eıkt ) = 1 2π ∫_π −π f(t)e−ıkt dt

Parsevalova jednakost ‖f‖2 = ∞∑ k=−∞

|ck|2

{eıkx} potpun ortogonalni sistem funkcija, koje su sopstvene funkcije operatora diferenciranja i operatora konačnih razlika d dx eıkx = ık eıkx Δ eıkx = ( eıkh − 1 h ) eıkx

Fourier-ova transformacija

f̂(ω) =

∫_∞ −∞ f(t)e−ıωt dt direktna

f(t) = 1 2π ∫_∞ −∞ f̂(ω)eıωt dω inverzna

Parsevalova jednakost u ovom slučaju je 2π ∫_∞ −∞ |f(t)|2 dt =

∫_∞ −∞ |f̂(ω)|2 dω.

Diskretna Fourier-ova transformacija f (2πj n ) = n−1∑ k=0 ckeık^{2πj}n , j = 0, . . . , n−1.

Oznake: W = eı^{2π}n =^n √ eı2π, fj = f

(2πj n )

n−1∑ k=0 ckW kj = fj, j = 0, . . . , n − 1,

Fourier-ova matrica

F = 1 1 1 . . . 1 1 W W 2 . . . W n−1 1 W 2 W 4 . . . W 2(n−1) . . . . .. . 1 W n−1 W 2(n−1) . . . W (n−1)^2 ,

F F ∗ = F ∗ F = nI, F c = f, 1 n F ∗ f = c

Brza Fourier-ova transformacija (FFT) y = F_nx, y^e = F_mx^e, y^o = F_mx^o n = 2m, x^e = (x_0, x_2, . . . , x_{n−2})^T , x^o = (x_1, x_3, . . . , x_{n−1})^T yj = yej + W jnyoj ym+j = yej − W jnyoj j = 0, . . . , m−1.

Butterfly struktura.

Nedostaci Fourierove analize f1(t) = cos (2π ∗ 10 ∗ t) + cos (2π ∗ 25 ∗ t) + cos (2π ∗ 50 ∗ t) + cos (2π ∗ 100 ∗ t)

f2(t) = cos (2π ∗ 10 ∗ t), 0 < t < 300 cos (2π ∗ 25 ∗ t), 300 < t < 600 cos (2π ∗ 50 ∗ t), 600 < t < 800 cos (2π ∗ 100 ∗ t), 800 < t < 1000

Prozor Fourierova transformacija (Window Fourier Transformation, STFT=ShortTimeFourierTransformation) ST F Tf (ω, τ) = ( f(t) , gω,τ (t) ) = ∫_∞ −∞ f(t)w∗(t − τ)e−ıωt dt

Prozor funkcija gω,τ (t) = w(t−τ)eıωt

Na primer, za w(t) = { 1, t ∈ [0, 1) 0, t ∉ [0, 1) je

ST F Tf (ω, τ) = f̂(ω), t ∈ [τ, τ + 1] Nedostatak je fiksna širina prozora.

Transformacija talasićima (WT=WaveletTransformation)

Direktna

CW Tf (a, b) = 1 √ a ∫_∞ −∞ f(t) ψ∗

(t − b a ) dt = ( f(t) , ψa,b(t) )

Inverzna

f(t) = 1 Cψ ∫_∞ −∞ ∫_∞ −∞ CW Tf (a, b)ψa,b(t) da db a2

Talasić ψa,b(t) = 1√a ψ

(_{t−b} a )

Diskretni talasići

Diadsko samplovanje a = 2j, b = k 2j

ψjk(t) = 2−j/2ψ(2−jt − k) ψjk(t) ≠ 0, t ∈ [2jk, 2j(k + 1)].

..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

log(a)

∘∘∘∘∘∘∘∘∘∘∘∘∘∘∘∘∘∘∘∘∘∘∘∘∘∘∘∘∘∘∘∘∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘

Multirezolucija

Fourierov bazis i bazis talasića Primer:

s(t) = sin(t) + δ(t − t0) δ(t) ∼ 1 2π (1 + 2 cos t + 2 cos 2t + · · · )

............

......

..... ..... ..... ..... .... .... .... .... .... .... ..... ..... ..... ..... ...... .......

......................

......

.....

.....

.....

.....

....

....

....

....

....

....

.....

.....

.....

.....

......

..........

................

......

..... ..... ..... ..... .... .... .... .... .... .... ..... ..... ..... ..... ...... .......

........................

......

.....

.....

.....

.....

....

....

....

....

....

....

.....

.....

.....

.....

......

..........

................

......

..... ..... ..... ..... .... .... .... .... .... .... ..... ..... ..... ..... ...... .......

......................

......

.....

.....

.....

.....

....

....

....

....

....

....

.....

.....

.....

.....

......

..........

................

......

...... ..... ..... .... .... .... .... . . . . . . . . . . . . . . . . .↑ t0 T . . . . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . .

. . . (a)

.............................................................................................................................................................................................................................................................→t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .↑f

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

t0 T (b) .............................................................................................................................................................................................................................................................→t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .↑f

.........................................................................................................................................................................................................................................

t0 T (c)

.............................................................................................................................................................................................................................................................→t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .↑f

t0 T (d) . . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . .

..........................._{.............................................................................................................................................................................................................................................................} →t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .↑f

.........................................................................................................................................................................................................................................

.........................................................................................................................................................................................................................................

.........................................................................................................................................................................................................................................

.........................................................................................................................................................................................................................................

.........................................................................................................................................................................................................................................

.........................................................................................................................................................................................................................................

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

t0 T (e) . . . . . . . . . . . . . .

...........................

........................... . . . . . . . . . .. . . . . . . .

3. Ravnomerna aproksimacija

Na celom odsečku [a, b] odstupanje funkcije Q(x) od funkcije f(x) ne sme da bude veće od dozvoljenog.

f(x) ∈ C[a, b], ‖f‖ = sup

x∈[a,b]

|f(x)|

Ravnomerna (a) i srednjekvadratna (b) aproksimacija

Teorema Weierstrass-a: Ako je f(x) ∈ C[a, b], tada za proizvoljno ε > 0 postoji polinom Q(x) takav da je

|f(x) − Q(x)| < ϵ ∀x ∈ [a, b].

Teorema Čebiševa: Da bi polinom Q(x) bio polinom najbolje ravnomerne aproksimacije neprekidne funkcije f(x), potrebno je i dovoljno da na odsečku [a, b] postoji bar (n + 2) tačaka x0 < · · · < xn+1 takvih da je

f(xi)−Q(xi) = α(−1)i‖f−Q‖, i = 0, . . . , n+1,

pri čemu je α = 1 ili α = −1 istovremeno za sve i.

Tačke x0, . . . , xn+1, koje zadovoljavaju uslove teoreme, nazivaju se tačkama Čebiševljeve alternanse.

Ako se konveksna funkcija ravnomerno aproksimira pravom, tačke Čebiševljeve alternanse su krajevi intervala i tačka ekstrema razlike funkcije i aproksimacije (a, b i d na slici)

Polinomi najbolje ravnomerne aproksimacije višeg stepena odre -duju se iterativnim algoritmom.

Polinomi Čebiševa imaju poseban značaj i u ravnomernoj aproksimaciji.

Ako je Pn(x) proizvoljan polinom sa koeficijentom jedan uz najviši stepen, onda je max x∈[−1,1]

|Pn(x)| ≥ max

x∈[−1,1]

|T n(x)| = 21−n,

T n(x) = 21−nTn(x)

Primer. Greška Lagrange-ove interpolacije će biti najmanja, ako se za čvorove interpolacije izaberu nule Čebiševljevog polinoma,

|f(x) − Ln−1(x)| = | 1n!f (n)(ξ)T [a,b]n (x)| ≤ 1n! max

x∈[a,b]

|f (n)(x)|(b − a)n21−2n

Literatura:

1. Radunović D., Numericke metode, Akademska misao, Beograd, 2004.

2. Radunović D., Samardžić A., Numericke metode - zbirka zadataka, Akademska misao, 2002.

3. Stoer J., Bulirsch R., Introduction to numerical analysis, Springer–Verlag, New York 1993.

www@matf.bg.ac.yu/~dradun/